Jagiellonskie Warsztaty Olimpijskie 2025 /2026

Spotkanie 2 (22 listopada 2025)

Kacper Piotrowski, Anatoli Shatsila, Jakub Wegrecki

ROWNANIA FUNKCYJNE
Zadanie 1. Funkcja f : R — R spelnia nieréwnosé | f(xz)— f(y)| < |z—y| dla dowolnych z,y € R oraz f(f(f(0))) = 0.
Wykazaé, ze f(0) = 0.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktére dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniaja
rownanie

f@)f(y) = f(y) +xy +y.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktére spelniaja nieréwnosci

f(z) <z oraz f(x+y) < f(z)+ f(y),

dla dowolnych x,y € R.

Zadanie 4. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f, okreélone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujace
wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodzi réwnosé

f(F (@) —y) = o) + F(f(y) = f(=z) + .

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktére dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniaja
réwnanie

fOf(@) +y) =4yf(z) + f(2® —y).

Zadanie 6. Dana jest funkcja f : Rt — R™ taka, ze dla x,y € R" zachodzi réwnosé
x
f@)f(y) = flay) + f 2 )

Wykazaé, ze f(x) > 2.

Zadanie 7. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktére dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniaja
réwnanie

F@®) + f(y°) = (e +y)f(@®) + f(y?) — flay).
Zadanie 8. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : Zsg — Z~q takie, ze
m? + f(n) | mf(m) +n

dla wszystkich liczb catkowitych dodatnich m i n.



Zadanie 9. Dana jest taka funkcja f : R — R, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza réwnoéci

f@) = f(2x) = f(1 —x)

Dowies¢, ze funkcja f jest okresowa.

Zadanie 10. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujace
wartosci rzeczywiste, ktore spetniaja oba nastepujace warunki:

o f(x)+ f(y) > xy dla wszystkich liczb rzeczywistych z,y

o dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje taka liczba rzeczywista y ze f(x) + f(y) = xy.

Zadanie 11. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R takie ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y zachodzi

(=) f(x+y) — (x+y)flz—y) =day(=® — ).

Zadanie 12. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : [0, 1] — R ktére dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [0, 1] spelniaja

{{ F(x)}sin? 2 + {z} cos f(z) cosz = f(x)
f(f(z)) = f(=).

Zadanie 13. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktére dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniaja
roéwnanie

L+ f(zy) = f(x+ f(y) + (y — D f(z - 1).

Zadanie 14. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktére dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniaja
roéwnanie

flz+y)® = (x+2y) f(2%) + (@ + 3zy + o) F(f ().

Zadanie 15. Wykaza¢, ze dla dowolnej funkcji f : R — R istnieja liczby rzeczywiste z, y takie, ze

flx=fy) >yf(z)+z.



